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ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Å. Ê. Ëèïà÷åâ
ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ.
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèß. Ìåòðè÷åñêàß ãåîìåòðèß âîç-
íèêëà â 2030-å ãîäû äâàäöàòîãî âåêà â ðàáîòàõ Ê. Ìåíãåðà, Ï. Ñ. Óðû-
ñîíà, À. Âàëüäà, Ñ. Ý. Êîí-Ôîññåíà, Ê. Êóðàòîâñêîãî, Ô. Õàóñäîðôà,
È. Ø¼íáåðãà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Â ýòîò íà÷àëüíûé ïåðèîä ìåòðè-
÷åñêàß ãåîìåòðèß åùå íå ïðèîáðåëà èçâåñòíîñòü, à ñàì òåðìèí ¾ìåò-
ðè÷åñêàß ãåîìåòðèß¿ èìåë áîëåå óçêèé ñìûñë. Â 4060-å ãîäû áûëè
ñîçäàíû îñíîâû ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ Ã.
Áóçåìàíà, À. Ä. Àëåêñàíäðîâà, Â. À. Åôðåìîâè÷à, Ë. Ì. Áëþìåíòàëß,
Â. À. Çàëãàëëåðà, Þ. Ã. Ðåøåòíßêà, Þ. Ä. Áóðàãî è èõ ó÷åíèêîâ. Ñ
70õ ãîäîâ íà÷àëñß ñîâðåìåííûé ýòàï ðàçâèòèß ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
äîñòèæåíèß êîòîðîãî îòðàæåíû â ìîíîãðàôèßõ Ã. Áóçåìàíà [23]; Ã. Áó-
çåìàíà, B. B. Phadke [24]; Ì. Ë. Ãðîìîâà [34]; À. Â. Ïîãîðåëîâà [55]; W.
Ballmann [8]; A. Papadopoulos [53]; M. Bridson, A. Haeiger [19]; Ñ. Â.
Áóßëî, Â. Øð¼äåð [27]; Ì. Ì. Äåçà, Ì. Ëîðàí [36]; â ïåðâîì ó÷åáíèêå
íà ðóññêîì ßçûêå Þ. Ä. Áóðàãî, Ä. Þ. Áóðàãî, Ñ. Â Èâàíîâà [25]; â
îáçîðàõ Þ. Ã. Ðåøåòíßêà [57]; Â. Í. Áåðåñòîâñêîãî, È. Ã. Íèêîëàåâà
[15] è íåêîòîðûõ äðóãèõ îáçîðàõ è ìîíîãðàôèßõ. Êðîìå òîãî, áîëüøîå
êîëè÷åñòâî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêà íå îïèñàíî â îáçîðàõ, ìîíîãðàôèßõ
è ó÷åáíèêàõ, îíè ñîäåðæàòñß ëèøü â íàó÷íûõ ñòàòüßõ, ÷èñëî êîòîðûõ
ñòàáèëüíî ðàñòåò. Â íàñòîßùåå âðåìß óñòàíîâèëîñü ìíîãî âçàèìîñâßçåé
ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèåé, ãåîìåòðèåé áëèçî-
ñòè [40], ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé ¾â öåëîì¿ [26], òåîðèåé ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ãðóïï, òåîðèåé ôðàêòàëîâ, ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé ìåðû [64], íåëèíåé-
íûì ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì, ñóáäèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì
[41], âûïóêëûì àíàëèçîì [56, 54], òåîðèåé íåêîððåêòíûõ çàäà÷, òåîðèåé
âåðîßòíîñòåé, òåîðèåé ãðàôîâ [36], òåîðèåé ïðèáëèæåíèé [61, 59] è äðó-
ãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè [37]. Ýòè âçàèìîñâßçè ïîääåðæèâàþò àêòó-
àëüíîñòü ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïîñòîßííûé ïðèòîê â íåå íîâûõ çà-
äà÷. Êðîìå òîãî, ðàçâèòèå ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñâßçàíî ñ âàæíîñòüþ
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è ðàñïðîñòðàíåííîñòüþ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ, èññëåäóåìûõ â
ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ïðèêëàäíûõ íàóêàõ, à òàêæå ñ òåì,
÷òî ïî ìåðå íàêîïëåíèß ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè
ìåòîäàìè (íàïðèìåð, ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà), ïðîßñíßåòñß
ìåòðè÷åñêàß ïðèðîäà ìíîãèõ èç íèõ.
Ã. Áóçåìàí ìåòðèçîâàë ãðóïïó âñåõ äâèæåíèé ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è äîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîé êîìïàêòíîñòè ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (ñåé÷àñ ÷àùå óïîòðåáëßþòñß òåðìèíû: ñîáñòâåííîå ìåò-
ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [19, ñ. 2] èëè îãðàíè÷åííî-êîìïàêòíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî [25, ñ. 17]) ýòà ãðóïïà ßâëßåòñß êîíå÷íî-êîìïàêòíûì
ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì [22, c. 30, 32]. Â. Í. Áåðåñòîâñêèì áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ìåòðè÷åñêàß òîïîëîãèß Áóçåìàíà â ãðóïïå âñåõ äâèæå-
íèé êîíå÷íî-êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ýêâèâàëåíòíà åå
êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè è ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé îäíîðîäíîãî
G-ïðîñòðàíñòâà Áóçåìàíà ßâëßåòñß ãðóïïîé Ëè [14, 13]. Äëß ãðóïïû
ïîäîáèé àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèß ïðîâåäåíû â [18], [35] è â ñòàòüå
àâòîðà (2).
Èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç óñëîâèé â îïðåäåëåíèßõ G-ïðîñòðàíñòâà Áó-
çåìàíà [22, ñ. 54] è õîðäîâîãî ïðîñòðàíñòâà [24, c. 23] ßâëßåòñß óñëî-
âèå êîíå÷íîé êîìïàêòíîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Àêòóàëüíîé
çàäà÷åé ßâëßåòñß îñëàáëåíèå óñëîâèß êîíå÷íîé êîìïàêòíîñòè ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîñêîëüêó îíî èñêëþ÷àåò èç èññëåäîâàíèß ìíî-
ãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ãèëüáåðòîâûõ ìíîãîîáðàçèé (â ÷àñòíîñòè,
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ) è áåñêîíå÷íîìåðíûõ áàíàõîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé, à òàêæå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü èññëåäîâàíèß íàèëó÷øèõ àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ èëè íàè-
ëó÷øèõ N -ñåòåé) îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ èëè çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Íà ýòîì ïóòè
áûëè èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â îáîáùåí-
íî õîðäîâîì ïðîñòðàíñòâå (îáîáùåííîì G-ïðîñòðàíñòâå Áóçåìàíà) (4,
6), îáîáùàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â õîð-
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äîâîì ïðîñòðàíñòâå (G-ïðîñòðàíñòâå Áóçåìàíà) [24, ñ. 65, 74, 75, 79,
80-82], [22, ñ. 154, 157, 160]. Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè (òî åñòü ïðè îòñóò-
ñòâèè ñîáñòâåííîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) áûëè èñïîëüçîâàíû
óñëîâèå íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó è ïîíßòèå äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâà ïî Áóçåìàíó â òî÷êå, ÷òî ïîçâîëèëî îáîá-
ùèòü è íà÷àòü èññëåäîâàíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïî Áóçåìàíó â
òî÷êå ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (15). Äðóãèå ïîäõîäû ïðîðàáîòàíû
áîëåå ãëóáîêî è îñíîâàíû íà ïîíßòèßõ êîíóñà íàä ïðîñòðàíñòâîì íà-
ïðàâëåíèé [1], êàñàòåëüíîãî êîíóñà ïî ÃðîìîâóÕàóñäîðôó [25, ñ. 328] è
èõ ìîäèôèêàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåöèðóåìîñòè â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, óëüòðàñõîäèìîñòè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæå-
íèé [47]. Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà (íàïðèìåð, àï-
ïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà) ìíîæåñòâ â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ñâßçàíû ñî ñâîéñòâàìè ìåòðè÷åñêîé èëè îáîáùåííîé
ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà ýòè ìíîæåñòâà. Ýòè ñâîéñòâà èññëåäîâàëèñü
Á. ÑåêåôàëüâèÍàäü [20, òåîðåìà 3.35], Þ. À. Áðóäíûì, Å. À. Ãîðèíîì
[20], Ñ. Á. Ñòå÷êèíûì, Í. Â. Åôèìîâûì, Ë. Ï. Âëàñîâûì (ñì. îáçîð
[30]), À. Â. Ìàðèíîâûì [48, 49, 50], I. Singer [60] è äðóãèìè ìàòåìà-
òèêàìè. Îáîáùåííàß ìåòðè÷åñêàß ïðîåêöèß èìååò òàêæå âàæíîå çíà-
÷åíèå äëß èññëåäîâàíèß ε-êâàçèðåøåíèé è êâàçèðåøåíèé îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà [48, 45, 46]. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå èç òàêèõ
ñâîéñòâ äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ãåîäåçè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, óäîâëå-
òâîðßþùèå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèßì, îáåñïå÷èâàþùèì â ñîâîêóïíî-
ñòè àíàëîã ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
(7, 9, 10). Àíàëîã ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß
è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà è èñ-
cëåäîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íàèëó÷øèõ N -ñåòåé îãðàíè÷åííûõ
ìíîæåñòâ. Â áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñâîéñòâà ÷åáû-
øåâñêèõ öåíòðîâ è íàèëó÷øèõ N -ñåòåé îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ èññëå-
äîâàëè À. Ë. Ãàðêàâè [32, 33], Ï. Ê. Áåëîáðîâ [10, 11], D. Amir, J. Mach,
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K. Saatkamp [2, 3], L. Vesely [29], A. Wisnicki è J. Wosko [63], Â. Ñ. Áàëà-
ãàíñêèé [9]. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñâîéñòâà ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà èññëåäîâàëèñü ïðè áîëåå ñèëüíûõ îãðàíè÷å-
íèßõ íà ïðîñòðàíñòâî [52, 28], [8, c. 26]. Àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè ñ ÷åáû-
øåâñêèì öåíòðîì, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû Ñ. È. Äóäîâà è È. Â. Çëàòî-
ðóíñêîé [38, 39] î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â ìåòðèêå Õàóñäîðôà âû-
ïóêëîãî êîìïàêòà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà øàðîì äîïóñêàþò îáîáùåíèå
íà ñëó÷àé ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (14).
Òàêèì îáðàçîì, âàæíîñòü óñòàíîâëåíèß íîâûõ ñâßçåé ìåòðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè ñ òåîðèåé ïðèáëèæåíèé, âûïóêëûì àíàëèçîì è ôóíêöèî-
íàëüíûì àíàëèçîì äåëàåò òåìó äèññåðòàöèè àêòóàëüíîé. Êðîìå òîãî,
åñòü ìíîãî âíóòðåííèõ íåðåøåííûõ ïðîáëåì ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Íàïðèìåð, ïðîáëåìà Áóçåìàíà î òîì, ßâëßåòñß ëè G-ïðîñòðàíñòâî Áó-
çåìàíà òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì [22, c. 69]. Ã. Áóçåìàí [21], Â.
Krakus [43] è P. Thurston [62] äîêàçàëè, ÷òî G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìà-
íà ßâëßåòñß òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì â ðàçìåðíîñòßõ 2, 3 è 4
ñîîòâåòñòâåííî. Â. Í. Áåðåñòîâñêèé óñòàíîâèë íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèß êîíå÷íîìåðíîñòè G-ïðîñòðàíñòâà Áóçåìàíà [12]. Â îáùåì ñëó-
÷àå ïðîáëåìà îñòàåòñß îòêðûòîé.
Â äàííîé ðàáîòå ïðè èññëåäîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ
âûïóêëûõ (êîíå÷íûõ) ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçó-
þòñß â îñíîâíîì ïðßìûå, ñèíòåòè÷åñêèå ìåòîäû Áóçåìàíà [22, 23, 24,
42, 53, 17, 13, 16, 5, 6, 7, 4], ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ [44, 51] è ìåòîäû òåîðèè ïðèáëèæåíèé [61, 20, 30, 32, 38, 48,
49, 50]. Òðåóãîëüíèêè ñðàâíåíèß è âåðõíèå óãëû ïî À. Ä. Àëåêñàíäðî-
âó [15] èñïîëüçóþòñß äëß èññëåäîâàíèß îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî àíàëîãà
ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.
Öåëüþ íàñòîßùåé ðàáîòû ßâëßåòñß èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè âûïóê-
ëûõ (êîíå÷íûõ) ìíîæåñòâ ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Íàó÷íàß íîâèçíà èññëåäîâàíèß. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå â íàñòîßùåé ðàáîòå è âûíîñèìûå íà çàùèòó, ßâëßþòñß íî-
âûìè.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèß íàñòîßùåé ðàáîòû ßâëßþòñß ïðîáëåìû
ãåîìåòðèè âûïóêëûõ (êîíå÷íûõ) ìíîæåñòâ ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, âûíîñèìûå
íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðî-
ñòðàíñòâà (XN , αp), (Σ2(X), α) ßâëßþòñß ïðîñòðàíñòâàìè ñ âíóòðåí-
íåé ìåòðèêîé, à òàêæå ìåòðè÷åñêè âûïóêëûìè (âûïóêëûìè ïî Ìåíãå-
ðó, ñîáñòâåííûìè, ãåîäåçè÷åñêèìè) ïðîñòðàíñòâàìè. Ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî (X∗N , αp) ßâëßåòñß ãåîäåçè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (óäîâëåòâîðßåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ íåïîëîæè-
òåëüíîñòè êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó). Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî (ΣN(X), αp,R) ßâëßåòñß ïðî-
ñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à òàêæå ñîáñòâåííûì (ñîáñòâåííûì
ìåòðè÷åñêè âûïóêëûì, ñîáñòâåííûì âûïóêëûì ïî Ìåíãåðó, ñîáñòâåí-
íûì ãåîäåçè÷åñêèì) ïðîñòðàíñòâîì.
2. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäóëßðíûå ñòðóêòóðû ïðßìîãî G-ïðîñòðàíñòâà Áó-
çåìàíà è ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà ßâëßþòñß òîïîëîãè÷åñêèìè îäóëßðíû-
ìè ñòðóêòóðàìè. Èññëåäîâàíû ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà âûïóêëûõ U -
ìíîæåñòâ îáîáùåííîãî õîðäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
3. Ïîëó÷åíû îöåíêè èçìåíåíèß îòíîñèòåëüíîãî ÷åáûøåâñêîãî ðàäèóñà
RW (M) ïðè èçìåíåíèè íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâM, W ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàéäåíû çàìûêàíèå è âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà
âñåõ N -ñåòåé, êàæäàß èç êîòîðûõ îáëàäàåò ïðèíàäëåæàùèì åé åäèí-
ñòâåííûì îòíîñèòåëüíûì ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì, â ìíîæåñòâå âñåõ N -
ñåòåé ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ìåòðè-
êè Õàóñäîðôà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß è åäèí-
ñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà, à òàêæå ïðèíàäëåæíîñòè ÷åáûøåâ-
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ñêîãî öåíòðà çàìûêàíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
4. Òåîðåìû Á. Ñåêåôàëüâè - Íàäü, Ñ. Á. Ñòå÷êèíà è Í. Â. Åôèìî-
âà îá àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ, à òàêæå òåîðåìû Ë. Ï.
Âëàñîâà è À. Â. Ìàðèíîâà î íåïðåðûâíîñòè è ñâßçíîñòè ìåòðè÷åñêîé
δ-ïðîåêöèè â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå îáîáùåíû
íà ñëó÷àé ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ñïåöèàëüíîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷åíû îáîáùåíèß òåîðåì Ï. Ê. Áåëîáðîâà
è À. Ë. Ãàðêàâè î íàèëó÷øèõ N -ñåòßõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíó-
òûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ãèëüáåðòîâîì è â ñïåöèàëüíîì áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâàõ. Äëß êàæäîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà áåñ-
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íàè-
ëó÷øåé N -ñåòè è íàèëó÷øåãî N -ñå÷åíèß, à òàêæå óñòàíîâëåíà ñèëüíàß
óñòîé÷èâîñòü ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà.
5. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëß ðàññòîßíèß Õàóñäîðôà îò íåïóñòîãî
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà äî ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ øàðîâ ñïåöè-
àëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî
Áóçåìàíó. Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ χ(M) çàìêíóòûõ øà-
ðîâ, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþùèõ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà âûïóê-
ëûé êîìïàêò M ⊂ X, íåïóñòîå è ïðèíàäëåæèò M .
6. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòðèêà íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (äèô-
ôåðåíöèðóåìîãî ïî Áóçåìàíó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) âíóòðåííßß.
Äîêàçàíî, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ëîêàëü-
íî ïîëíîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî Áóçåìàíó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ßâëßåòñß ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì, à òàêæå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì ãåîäå-
çè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
7. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñëàáî îãðàíè÷åííûõ ãîìåîìîðôèç-
ìîâ ñ ìåòðèêîé Êóðàòîâñêîãî, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî íåïðå-
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ðûâåí íà ïðîèçâîëüíîì çàìêíóòîì øàðå ñ öåíòðîì â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì ãîìåîìîð-
ôèçìîì, ßâëßåòñß ïàðàòîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé (òîïîëîãè÷åñêîé ãðóï-
ïîé ïðè ñâßçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî øàðà ñ öåíòðîì â äàííîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå), íåïðåðûâíî äåéñòâóþùåé íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå è ïðèíöèï ðàâ-
íîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè äëß F -ïðîñòðàíñòâ îáîáùåíû íà ñëó÷àé
ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèß ñïåöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.
8. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (HB(X, Y, α), δp) âñåõ îòîáðàæåíèé èç
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , óäîâëå-
òâîðßþùèõ ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ôèêñèðîâàííûìè ïîêà-
çàòåëåì è êîýôôèöèåíòîì, ßâëßåòñß ïîëíûì (ñîáñòâåííûì) ìåòðè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè Y  ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X,
Y  ñîáñòâåííûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà). Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè X
 ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî òîïîëîãèß ïðîñòðàíñòâà
(HB(X, Y, α), δp) ñîâïàäàåò êàê ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè,
òàê è ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé. Â ñïåöèàëüíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ââåäåíû äâà àíàëîãà ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è èññëåäîâàíû èõ
ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.
9. Äîêàçàíî, ÷òî:
 åñëè X, Y  ïîëíûå (ñîáñòâåííûå) ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî
ïðîñòðàíñòâî Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), ñîñòîßùåå èç âñåõ ïîäîáèé è
âñåõ ïîñòîßííûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y , ñ ìåòðèêîé Áóçåìàíà δp ßâëß-
åòñß ïîëíûì (ñîáñòâåííûì);
 åñëèX  ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî òîïîëîãèß ïðî-
ñòðàíñòâà (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) ñîâïàäàåò êàê ñ òîïîëîãèåé
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, òàê è ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé;
 (Sim(X), δp)  òîïîëîãè÷åñêàß ãðóïïà, äåéñòâóþùàß íåïðåðûâíî
íà ïðîñòðàíñòâå X;
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 ãðóïïû ïîäîáèé Sim(X) è èçîìåòðèé Iso(X) ñ ìåòðèêîé Êóðàòîâ-
ñêîãî δ ßâëßþòñß òîïîëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè, íåïðåðûâíî äåéñòâóþ-
ùèìè íà ïðîñòðàíñòâå X. Íàéäåíî çàìûêàíèå ãðóïïû ïîäîáèé ïîëíîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé
Φ(X,X) ñ ìåòðèêîé Áóçåìàíà δp.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèß, ïðè-
ìåíßåìûìè â íàñòîßùåé ðàáîòå, ßâëßþòñß:
 ñèíòåòè÷åñêèå, ïðßìûå ìåòîäû Áóçåìàíà;
 ñòàíäàðòíûå ìåòîäû èç òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ;
 ìåòîäû òåîðèè ïðèáëèæåíèé.
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëå-
íà òåì, ÷òî:
 ïðèìåíßþòñß ïðîâåðåííûå, òî÷íûå è ñòðîãî îáîñíîâàííûå ìåòîäû èñ-
ñëåäîâàíèß;
 ìíîãèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ßâëßþòñß îáîáùåíèåì ïîëó÷åííûõ
ðàíåå ðåçóëüòàòîâ è ñîâïàäàþò ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè â ÷àñòíûõ ñëó÷à-
ßõ;
 âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêàçàíû è îïóáëèêîâàíû.
Òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå èññëåäîâàíèß. Ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, íîñßò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìåòðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè èñïîëüçîâàíû ñîèñêà-
òåëåì ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëß ñòóäåíòîâ Êàçàíñêîãî (Ïðè-
âîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Èññëåäîâàíèß àâòîðà ïî ãåî-
ìåòðèè âûïóêëûõ (êîíå÷íûõ) ìíîæåñòâ ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
÷àñòè÷íî ôèíàíñèðîâàëèñü Ðîññèéñêèì Ôîíäîì Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èñ-
ñëåäîâàíèé (ãðàíò  00-01-00308).
Àïðîáàöèß ðàáîòû.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèßõ:
 åæåãîäíî íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ¾Ãåîìåòðèß¿ Êàçàíñêîãî
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ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 1993-2009 ã.ã.;
 íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ Êàçàíñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíè-
âåðñèòåòà â 1994-2000 ã.ã.;
 íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà â 2001-2009 ã.ã.;
 íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í. Ã. ×åáî-
òàðåâà (Êàçàíü, 2001-2007 ã.ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîì ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî ¾Ñîâðåìåííàß ãåîìåòðèß è òåîðèß ôèçè÷åñêèõ ïîëåé¿ (Êàçàíü,
4-6 ôåâðàëß 1997 ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìà-
òåìàòèêè è ìåõàíèêè¿ â ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í. Ã. ×åáî-
òàðåâà (Êàçàíü, 1-3 îêòßáðß 2000 ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Topology, Analysis and Rela-
ted Topics¿, ïîñâßùåííîé øåñòèäåñßòèëåòèþ À. Ñ. Ìèùåíêî (Ìîñêîâ-
ñêèé ãîñ. óí-ò, 29-31 àâãóñòà 2001 ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðèß ¾â öåëîì¿, òî-
ïîëîãèß è èõ ïðèëîæåíèß¿, ïîñâßùåííîé äåâßíîñòîëåòèþ ñî äíß ðîæ-
äåíèß À. Â. Ïîãîðåëîâà (Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óí-ò, 22-27 èþíß
2009 ã.);
 íà Âîñüìîé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèß 2009¿
(Êàçàíü, 1-6 íîßáðß 2009 ã.);
 íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ¾Äèôôåðåíöèàëüíàß ãåîìåòðèß è ïðè-
ëîæåíèß¿ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (Ìîñêâà, 14 äå-
êàáðß 2009 ã.);
 íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. À. Ä. Àëåêñàíäðîâà Ñàíêò-Ïåòåð-
áóðãñêîãî îòäåëåíèß Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà
ÐÀÍ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 4 ìàðòà 2010 ã.).
Ïóáëèêàöèè è âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó èññëåäîâàííûõ
ïðîáëåì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, îïóáëè-
êîâàíû â 21 ïóáëèêàöèè, îáùèì îáúåìîì 6,95 ïå÷àòíûõ ëèñòîâ. Ñåìíà-
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äöàòü èç íèõ îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, îïðåäåëåííûõ Âûñøåé àòòå-
ñòàöèîííîé êîìèññèåé (ÂÀÊ) Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèß è íàóêè Ðîñ-
ñèéñêîé Ôåäåðàöèè äëß ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû àâòîðîì áåç
ñîàâòîðîâ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
òðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèß ïàðàãðàôîâ
ïðîèçâîäèòñß äâóìß ñèìâîëàìè, à íóìåðàöèß ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäèò-
ñß òðåìß ñèìâîëàìè. Íàïðèìåð, òåîðåìà 1.2.3 îáîçíà÷àåò òåîðåìó 3 èç
âòîðîãî ïàðàãðàôà ãëàâû 1. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîñòîèò èç 21
íàèìåíîâàíèé ðàáîò àâòîðà è 84 íàèìåíîâàíèé äðóãèõ àâòîðîâ. Ïîëíûé
îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 256 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.
Êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæàíèß ðàáîòû ïî ãëàâàì.
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèß, äàíà îá-
ùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû è ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñß ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
âûïóêëûõ è êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Â ïàðàãðàôå 1.1 ðàññìàòðèâàåòñß âíóòðåííßß ìåòðèêà Õàóñäîðôà.
Äîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà Õàóñäîðôà íà ìíîæåñòâå âñåõ íåïóñòûõ çàìêíó-
òûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ßâ-
ëßåòñß âíóòðåííåé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà ρ
 âíóòðåííßß (òåîðåìà 1.1.1). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ)
 ìåòðè÷åñêè âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëß ëþáûõ äâóõ
îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâîâàíèß ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñß ñå-
ðåäèíà ýòèõ ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà. Óêàçàíî, êàê
ïîñòðîèòü òàêóþ ñåðåäèíó â ìåòðè÷åñêè âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå (òåî-
ðåìà 1.1.2). Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ïîëó-
÷åíà âåðõíßß îöåíêà äëß õàóñäîðôîâà ðàññòîßíèß ìåæäó îáîáùåííûìè
øàðàìè (ëåììà 1.1.2).
Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðè çàäàííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ðàñ-
ñìàòðèâàþòñß ìíîæåñòâî âñåõN -ñåòåé ΣN(X) ïðîñòðàíñòâàX, åãî ïîä-
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ìíîæåñòâî Σ∗N(X), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò ïðîèçâîëüíûå N -ñåòè
ìîùíîñòè N , ñèììåòðèçîâàííàß ñòåïåíü XN ïîðßäêà N ïðîñòðàíñòâà
X, îòîæäåñòâëåííàß ñ ìíîæåñòâîì âñåõ N -ñåòåé ñ ïîâòîðåíèßìè, è åãî
ïîäìíîæåñòâî X∗N , ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó Σ
∗
N(X). Ïóñòü p ∈ [1,∞].
Ìíîæåñòâî XN íàäåëèì ìåòðèêîé αp :
αp([(x1, . . . , xN)], [(y1, . . . , yN)]) =
min{ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) : σ ∈ S(N)},
ãäå S(N)  ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç N ≥ 1 ýëåìåíòîâ,
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = (|x1y1|p + . . .+ |xNyN |p)1/p
ïðè p ∈ [1,∞) è
ρN,∞((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = max{|x1y1|, . . . , |xNyN |}
ïðè p =∞. Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå XN ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè R:
[(x1, . . . , xN)]R[(y1, . . . , yN)], åñëè {x1, . . . , xN} = {y1, . . . , yN}.
Ìíîæåñòâî ΣN(X) îòîæäåñòâèì ñ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì XN/R è íà-
äåëèì åãî ôàêòîð-ìåòðèêîé αp,R èëè ìåòðèêîé Õàóñäîðôà α.
Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (XN , αp), (Σ2(X), α) ßâëßþòñß ïðîñòðàí-
ñòâàìè ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé èëè ìåòðè÷åñêè âûïóêëûìè (âûïóê-
ëûìè ïî Ìåíãåðó, ñîáñòâåííûìè, ãåîäåçè÷åñêèìè) ïðîñòðàíñòâàìè òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïðî-
ñòðàíñòâî (X, ρ) (òåîðåìà 1.2.1, ñëåäñòâèå 1.2.1). Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî (X∗N , αp) ßâëßåòñß ãåîäåçè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì èëè óäîâëåòâîðßåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ íåïî-
ëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (òåîðåìà 1.2.2). Äîêàçàíî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî (ΣN(X), αp,R) ßâëßåòñß ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåò-
ðèêîé èëè ñîáñòâåííûì (ñîáñòâåííûì ìåòðè÷åñêè âûïóêëûì, ñîáñòâåí-
íûì âûïóêëûì ïî Ìåíãåðó, ñîáñòâåííûì ãåîäåçè÷åñêèì) ïðîñòðàíñòâîì
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò
ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) (òåîðåìà 1.2.3). Äëß ñîáñòâåííîãî ãåîäåçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðî-
èçâîëüíûå äâå N -ñåòè ïðîñòðàíñòâà (ΣN(X), α) ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû
ñåãìåíòîì (ñëåäñòâèå 1.2.4). Â ìåòðè÷åñêè âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå, óäî-
âëåòâîðßþùåì ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ïî
Áóçåìàíó, íàéäåíû ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèß, ñîïîñòàâëß-
þùåå ïðîèçâîëüíîìó ñåãìåíòó åãî ñåðåäèíó (ëåììà 1.2.1), è íåêîòîðûå
ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà (Σ2(X), α), ñâßçàííûå â îñíîâ-
íîì ñî ñâîéñòâîì ìåòðè÷åñêîé âûïóêëîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (ëåììà
1.2.2).
Â ïàðàãðàôå 1.3 èññëåäóþòñß ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ â îáîáùåííîì õîðäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ââåäåíî ïîíßòèå îáîá-
ùåííîãî õîðäîâîãî ïðîñòðàíñòâà (îáîáùåííîãî G-ïðîñòðàíñòâà Áóçå-
ìàíà). Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß âûïóêëîñòè çàìûêàíèß (âíóò-
ðåííîñòè) âûïóêëîãî U -ìíîæåñòâà îáîáùåííîãî õîðäîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, à òàêæå ñîâïàäåíèß çàìûêàíèß (âíóòðåííîñòè) âûïóêëîãî
U -ìíîæåñòâà ñ çàìûêàíèåì âíóòðåííîñòè (âíóòðåííîñòüþ çàìûêàíèß
âíóòðåííîñòè) ýòîãî ìíîæåñòâà (òåîðåìà 1.3.1). Íàéäåíû óñëîâèß, ýêâè-
âàëåíòíûå óñëîâèþ âûïóêëîñòè âñåõ çàìêíóòûõ øàðîâ â îáîáùåííîì
õîðäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ßâëßþùèìñß U -ìíîæåñòâîì, à òàêæå â îáîá-
ùåííîì G-ïðîñòðàíñòâå Áóçåìàíà (òåîðåìû 1.3.2, 1.3.3). Óñòàíîâëåíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ îáîáùåííîå õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî
ßâëßåòñß îáîáùåííûì G-ïðîñòðàíñòâîì Áóçåìàíà (òåîðåìà 1.3.4). Ãåî-
ìåòðè÷åñêè îõàðàêòåðèçîâàíî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íà âñåõ îïîðíûõ
(ïîëóêàñàòåëüíûõ) õîðäàõ â ïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êå âûïóêëî-
ãî ìíîæåñòâà èç îòêðûòîãî øàðà îáîáùåííîãî õîðäîâîãî ïðîñòðàíñòâà
(òåîðåìà 1.3.5). Ïîëó÷åíû ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëß òðàíñ-
âåðñàëåé ïðîèçâîëüíîé ïðßìîé îáîáùåííîãî ïðßìîãî õîðäîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, âñå îòêðûòûå øàðû êîòîðîãî âûïóêëû (òåîðåìà 1.3.6).
Â ïàðàãðàôå 1.4 èññëåäóþòñß îäóëßðíûå ñòðóêòóðû ãåîìåòðèè Ãèëü-
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áåðòà è ïðßìîãîG-ïðîñòðàíñòâà Áóçåìàíà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèß, ïðè êîòîðûõ îäóëßðíàß ñòðóêòóðà ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
÷åðåç êàæäûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî ïðîâåñòè åäèí-
ñòâåííóþ ïðßìóþ, ßâëßåòñß òîïîëîãè÷åñêîé îäóëßðíîé ñòðóêòóðîé (ëåì-
ìà 1.4.1). Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäóëßðíûå ñòðóêòóðû ïðßìîãîG-ïðîñòðàíñòâà
Áóçåìàíà è ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà ßâëßþòñß òîïîëîãè÷åñêèìè îäóëßð-
íûìè ñòðóêòóðàìè (òåîðåìû 1.4.1′, 1.4.3). Äîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà ãåî-
ìåòðèè Ãèëüáåðòà â îòêðûòîì øàðå B ñòðîãî âûïóêëîãî áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêå â B
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå, ÷òî ýòè ìåòðèêè ëèïøèöåâî ýêâè-
âàëåíòåíû íà êàæäîì çàìêíóòîì øàðå, ñîäåðæàùèìñß â B (òåîðåìà
1.4.2). Ïîëó÷åí ßâíûé âèä äëß îñíîâíûõ îïåðàöèé îäóëßðíîé ñòðóêòó-
ðû ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà (ëåììà 1.4.2). Âû÷èñëåíû íåêîòîðûå ïðåäåëû
ôóíêöèé, ñâßçàííûõ ñ îñíîâíûìè îïåðàöèßìè îäóëßðíîé ñòðóêòóðû
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî (òåîðåìà 1.4.4).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî ïåðå÷èñëåííûì òåìàì îïóáëèêîâàíû â ñòà-
òüßõ àâòîðà (3, 4, 6, 11, 13, 20, 21).
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñß àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîé-
ñòâà ìíîæåñòâ â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ðàññìàòðèâàþòñß îòíîñèòåëüíûå ÷åáûøåâñêèé öåíòð,
÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ è ìíîæåñòâî âñåõ äèàìåòðàëüíûõ òî÷åê îãðàíè-
÷åííîãî ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ñå-
ìåéñòâî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Σ. Ìíîæåñòâî S∗ ∈ Σ íàçûâàåòñß íàèëó÷-
øèì àïïðîêñèìèðóþùèì ìíîæåñòâîì èç ñåìåéñòâà Σ äëß íåïóñòîãî
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M [61, c. 15], åñëè
β(M,S∗) = RΣ(M), ãäå RΣ(M) = inf{β(M,S) : S ∈ Σ},
β(M,W ) = sup{|xW | : x ∈ M}  îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà M îò íåïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà W ⊂ X [44, ñ. 223], |xy| = ρ(x, y) äëß x, y ∈ X.
Oòíîñèòåëüíûì ÷åáûøåâñêèì ðàäèóñîì íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî
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ìíîæåñòâà M ⊂ X ïî îòíîøåíèþ ê íåïóñòîìó ìíîæåñòâó W ⊂ X
íàçûâàåòñß ÷èñëî [63]
RW (M) = inf{β(M,x) : x ∈ W},
à ìíîæåñòâî ZW (M) = {x ∈ W : β(M,x) = RW (M)} íàçûâàåòñß ìíî-
æåñòâîì âñåõ îòíîñèòåëüíûõ ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ ìíîæåñòâà M
ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó W [2].
R(M) = RX(M) (Z(M) = ZX(M))  ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ (ìíîæåñòâî
âñåõ ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ) íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M .
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû îöåíêè èçìåíåíèß îòíîñèòåëüíîãî
÷åáûøåâñêîãî ðàäèóñà RW (M) ïðè èçìåíåíèè íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ
ìíîæåñòâ M, W ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåìà 2.1.1Ïóñòü X  ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,M, W, A, B
 íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â X. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèß.
(i) |RW (M)−RB(A)| ≤ max{β(M,A)+β(B,W ), β(A,M)+β(W,B)}.
(ii) RW (M) ≤ R(M) + |Z(M)W |
ïðè Z(M) 6= . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà X  áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ýòî íåðàâåíñòâî èçâåñòíî [63].
(iii) RW (M) ≤ RM(M) + |ZM(M)W |
ïðè ZM(M) 6= .
(iv) |RΣ(M)−RΣ(W )| ≤ α(M,W ),
ãäå α(M,W ) = max{β(M,W ), β(W,M)}  ðàññòîßíèå Õàóñäîðôà ìåæ-
äó ìíîæåñòâàìè M, W .
Äîêàçàíî, ÷òî èç âñßêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñõîäßùåéñß îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîð-
ôà ê íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó M , ìîæíî âûáðàòü ïîäïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòü, äëß êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ âñåõ îò-
íîñèòåëüíûõ ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ (âñåõ äèàìåòðàëüíûõ òî÷åê) åå ýëå-
ìåíòîâ ñõîäèòñß îòíîñèòåëüíî îòêëîíåíèß Õàóñäîðôà ê ìíîæåñòâó âñåõ
îòíîñèòåëüíûõ ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ (âñåõ äèàìåòðàëüíûõ òî÷åê) ìíî-
æåñòâà M (òåîðåìà 2.1.2).
Â ïàðàãðàôå 2.2 íàéäåíû çàìûêàíèå è âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà âñåõ
N -ñåòåé, êàæäàß èç êîòîðûõ îáëàäàåò ïðèíàäëåæàùèì åé åäèíñòâåí-
íûì îòíîñèòåëüíûì ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì, â ìíîæåñòâå âñåõ N -ñåòåé
ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàó-
ñäîðôà (òåîðåìà 2.2.1). Äîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîð-
ôà ïðè N > 2 ãðàíèöà ìíîæåñòâà âñåõ N -ñåòåé, êàæäàß èç êîòîðûõ
îáëàäàåò íå áîëåå, ÷åì N − 2 ïðèíàäëåæàùèìè åé îòíîñèòåëüíûìè ÷å-
áûøåâñêèìè öåíòðàìè, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ äèàìåòðàëüíûõ
N -ñåòåé â ìíîæåñòâå âñåõ N -ñåòåé ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (ñëåäñòâèå 2.2.1).
Â ïàðàãðàôå 2.3 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß è
åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïåðå÷èñëèì îòäåëüíî óñëîâèß, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áóäåì íàëà-
ãàòü íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ).
(A4) Äëß ëþáûõ x, y ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàß òî÷êà
ω(x, y) ∈ X òàêàß, ÷òî
|xω(x, y)| = |yω(x, y)| = 1
2
|xy|.
(A5) Äëß âñåõ òî÷åê p, x, y ïðîñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðßþùåãî
óñëîâèþ (A4), âåðíî íåðàâåíñòâî
|pω(x, y)| ≤ max{|px|, |py|}.
(A6) Îòîáðàæåíèå ω : X × X → X ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà
êàæäîì ìíîæåñòâå B×B, ãäå Â  ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé øàð ïðî-
ñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ (A4).
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(A7) Äëß êàæäîãî r > 0 è äëß ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé
(pn)n∈N, (xn)n∈N, (yn)n∈N
ïðîñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ (A4), òàêèõ, ÷òî äëß êàæ-
äîãî n ∈ N
|pnxn| ≤ r, |pnyn| ≤ r, lim
n→∞ |pnω(xn, yn)| = r,
âåðíî ðàâåíñòâî lim
n→∞ |xnyn| = 0.
(A8) Äëß êàæäîãî r > 0, äëß êàæäîé ñõîäßùåéñß ê íóëþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (εn)n∈N è äëß ëþáûõ
îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(pn)n∈N, (xn)n∈N, (yn)n∈N
ïðîñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ (A4), òàêèõ, ÷òî äëß êàæ-
äîãî n ∈ N
|pnxn| ≤ r + εn, |pnyn| ≤ r + εn, lim
n→∞ |pnω(xn, yn)| = r,
âåðíî ðàâåíñòâî lim
n→∞ |xnyn| = 0.
Ïðèìåðàìè ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ âûïîëíå-
íû óñëîâèß (A4 − A8), ßâëßþòñß ðàâíîìåðíî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî è ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà [25, c. 390] (â ÷àñòíîñòè, ãèëüáåðòî-
âî ïðîñòðàíñòâî è ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî). Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Ëåììà 2.3.1. Åñëè ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèßì (A4 − A7), òî îíî óäîâëåòâîðßåò è óñëîâèþ (A8).
Ëåììà 2.3.2 Äëß êàæäîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì (A4 − A6),
ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà.
Òåîðåìà 2.3.1 Äëß êàæäîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì (A4),
(A5), (A6), (A8), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ÷åáûøåâñêèé öåíòð.
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Èç ëåììû 2.3.1 è òåîðåìû 2.3.1 ñëåäóåò
Ñëåäñòâèå 2.3.1 Äëß êàæäîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëî-
âèßì (A4 − A7), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ÷åáûøåâñêèé öåíòð.
Â ïàðàãðàôå 2.4 òåîðåìû Á. Ñåêåôàëüâè - Íàäü [20, òåîðåìà 3.35], Ñ.
Á. Ñòå÷êèíà è Í. Â. Åôèìîâà [30, òåîðåìû 1.1 è 1.2] îá àïïðîêñèìàòèâ-
íûõ ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå îáîáùåíû íà ñëó÷àé ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(òåîðåìû 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3).
Âìåñòå ñ óñëîâèßìè (A4−A6) íà ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX áóäåì
èñïîëüçîâàòü òàêæå âìåñòî óñëîâèß (A7) áîëåå ñëàáîå óñëîâèå (A
′
7).
(A′7) Äëß êàæäîãî çàìêíóòîãî øàðà B[p, r] ãåîäåçè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ (A4), è äëß ëþáûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé (xn)n∈N, (yn)n∈N èç ýòîãî øàðà òàêèõ, ÷òî
lim
n→∞ |pω(xn, yn)| = r, âåðíî ðàâåíñòâî limn→∞ |xnyn| = 0.
Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, êîòîðàß åñòü îáîáùåíèå òåîðåìû
Á. Ñåêåôàëüâè - Íàäü [20, òåîðåìà 3.35].
Òåîðåìà 2.4.1. Â ïîëíîì ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâî-
ðßþùåì óñëîâèßì (A4 − A6), (A′7), êàæäîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî ßâëßåòñß àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíûì, ÷åáûøåâñêèì (à
çíà÷èò è ñèëüíî ÷åáûøåâñêèì).
Â ïàðàãðàôå 2.5 òåîðåìû Ë. Ï. Âëàñîâà [31, 30] è À. Â. Ìàðèíîâà
[49] î íåïðåðûâíîñòè è ñâßçíîñòè ìåòðè÷åñêîé δ-ïðîåêöèè â ðàâíîìåðíî
âûïóêëîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå îáîáùåíû íà ñëó÷àé ñïåöèàëüíîãî
ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (òåîðåìû 2.5.1  2.5.4). Îäíèì èç ïðîñòûõ
ñëåäñòâèé òàêîãî îáîáùåíèß ßâëßåòñß ñïðàâåäëèâîñòü àíàëîãè÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî (âêëþ÷àß áåñêîíå÷íîìåðíûå).
Â ïàðàãðàôå 2.6 äîêàçàíî, ÷òî òåîðåìû À. Â. Ìàðèíîâà èç [48, 50] î
íåïðåðûâíîñòè ìåòðè÷åñêîé δ-ïðîåêöèè íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ëè-
íåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå îñòàþòñß âåðíûìè â ñïåöèàëüíîì
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ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (òåîðåìû 2.6.1, 2.6.2).
Â ïàðàãðàôå 2.7 â ñïåöèàëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷å-
íû îáîáùåíèß íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ Ï. Ê. Áåëîáðîâà [10, 11] è À. Ë.
Ãàðêàâè [33] î íàèëó÷øèõ N -ñåòßõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ãèëüáåðòîâîì è â ñïåöèàëüíîì áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâàõ (òåîðåìû 2.7.1, ñëåäñòâèå 2.7.2), à òàêæå î ïðèíàäëåæíîñòè
÷åáûøåâñêîãî öåíòðà çàìûêàíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè äàííîãî ìíîæå-
ñòâà (ëåììà 2.7.2).
Â ïàðàãðàôå 2.8 äîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû À. Ë. Ãàðêà-
âè [32, 33] è Ï. Ê. Áåëîáðîâà [11, 10] î íàèëó÷øåé ñåòè, íàèëó÷øåì
ñå÷åíèè è ÷åáûøåâñêîì öåíòðå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â ñïåöèàëü-
íîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âåðíû è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Ëîáà÷åâñêîãî. À èìåííî, äëß êàæäîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíî-
æåñòâà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå íàèëó÷øåé N -ñåòè (òåîðåìà 2.8.1) è íàèëó÷øåãî N -ñå÷åíèß
(òåîðåìà 2.8.2), à òàêæå óñòàíîâëåíà ñèëüíàß óñòîé÷èâîñòü ÷åáûøåâ-
ñêîãî öåíòðà (òåîðåìà 2.8.3).
Â ïàðàãðàôå 2.9 ðàññìàòðèâàåòñß íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå âûïóê-
ëîãî êîìïàêòà ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà øàðîì. Ïîëó÷åíà îöåíêà
ñâåðõó äëß ðàññòîßíèß Õàóñäîðôà îò íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà äî ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ øàðîâ ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà X íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (òåîðåìà
2.9.1). Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ χ(M) çàìêíóòûõ øàðîâ,
íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþùèõ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà âûïóêëûé
êîìïàêò M ⊂ X, íåïóñòîå è ïðèíàäëåæèò M (òåîðåìà 2.9.2). Èññëåäî-
âàíû ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà χ(M). Òàêèì îáðàçîì, òåî-
ðåìû Ñ. È. Äóäîâà è È. Â. Çëàòîðóíñêîé [38, 39] îáîáùåíû íà ñëó÷àé
ñïåöèàëüíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû
ïî Áóçåìàíó.
Â ïàðàãðàôå 2.10 èññëåäóþòñß ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà äëß ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà áîëåå îáùåãî, ÷åì äèô-
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ôåðåíöèðóåìîå G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòðèêà
íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íåïî-
ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçåìàíó (äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî Áóçåìàíó
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) âíóòðåííßß. Äîêàçàíî, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ëîêàëüíî ïîëíîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî
ïî Áóçåìàíó ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ßâëßåòñß ïîëíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, à òàêæå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áó-
çåìàíó ßâëßåòñß ñîáñòâåííûì ãåîäåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (òåîðåìû
2.10.1, 2.10.2).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî ïåðå÷èñëåííûì òåìàì ýòîé ãëàâû îïóáëè-
êîâàíû â ñòàòüßõ àâòîðà (7, 8, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18).
Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñß ñïåöèàëüíûå îòîáðàæåíèß ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.
Â ïàðàãðàôå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñß ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñëàáî
îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèêîé Êó-
ðàòîâñêîãî δ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñëàáî îãðàíè÷åííûõ ãî-
ìåîìîðôèçìîâ (HB(X), δ), êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî íåïðåðû-
âåí íà ïðîèçâîëüíîì çàìêíóòîì øàðå ñ öåíòðîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì ãîìåîìîðôèç-
ìîì, ßâëßåòñß ïàðàòîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, íåïðåðûâíî äåéñòâóþùåé
íà ïðîñòðàíñòâå X. Óñòàíîâëåíî, ÷òî (HB(X), δ) ßâëßåòñß òîïîëîãè÷å-
ñêîé ãðóïïîé ïðè ñâßçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî øàðà ñ öåíòðîì
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X (òåîðåìà 3.1.2).
Â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìàòðèâàþòñß ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèß ñïåöè-
àëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ãåîìåòðè-
÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé. Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïå-
ðàòîðå è ïðèíöèï ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè äëß F -ïðîñòðàíñòâ
[58, c. 99, 104] îáîáùåíû íà ñëó÷àé ñïåöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðà-
æåíèé ñïåöèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (òåîðåìû 3.2.1  3.2.5).
Â ïàðàãðàôå 3.3 ìåòðèêà Áóçåìàíà δp ðàñïðîñòðàíßåòñß íà ìíîæå-
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ñòâî Φ(X, Y ) âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
f : (X, ρ)→ (Y, d),
óäîâëåòâîðßþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëß ëþáûõ x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) ≤ Bfe|xy|,
ãäå Bf  íåîòðèöàòåëüíàß êîíñòàíòà. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
(HB(X, Y, α), δp) âñåõ îòîáðàæåíèé èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , óäîâëåòâîðßþùèõ ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ
Ãåëüäåðà ñ ôèêñèðîâàííûìè ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1] è êîýôôèöèåíòîì
B ∈ R+, ßâëßåòñß ïîëíûì (ñîáñòâåííûì) ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè Y  ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, Y  ñîáñòâåííûå ìåò-
ðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà) (òåîðåìû 3.3.1, 3.3.3). Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè X
 ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî òîïîëîãèß ïðîñòðàíñòâà
(HB(X, Y, α), δp) ñîâïàäàåò êàê ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè,
òàê è ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé (òåîðåìà 3.3.2).
Â ïàðàãðàôå 3.4 ðàññìàòðèâàåòñß ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïî-
äîáèé (Sim(X, Y ), δp) èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íà ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî Y ñ ìåòðèêîé Áóçåìàíà δp. Äîêàçàíî, ÷òî:
 åñëè ãðóïïà âñåõ ïîäîáèé äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ïîëíîì ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî è ãðóïïà èçîìåòðèé äåéñòâóåò íà íåì òðàí-
çèòèâíî (ëåììà 3.4.1);
 åñëè X, Y  ïîëíûå (ñîáñòâåííûå) ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî
ïðîñòðàíñòâî (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp)  ïîëíîå (ñîáñòâåííîå),
ãäå Const(X, Y )  ìíîæåñòâî âñåõ ïîñòîßííûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y
(òåîðåìû 3.4.1, 3.4.3);
 åñëèX  ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî òîïîëîãèß ïðî-
ñòðàíñòâà (Sim(X, Y )∪Const(X, Y ), δp) ñîâïàäàåò êàê ñ òîïîëîãèåé ïî-
òî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, òàê è ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé (òåîðåìà
3.4.2);
 (Sim(X), δp)  òîïîëîãè÷åñêàß ãðóïïà, äåéñòâóþùàß íåïðåðûâíî
íà ïðîñòðàíñòâå X (òåîðåìà 3.4.4);
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 ãðóïïû ïîäîáèé Sim(X) è èçîìåòðèé Iso(X) ñ ìåòðèêîé Êóðà-
òîâñêîãî δ ßâëßþòñß òîïîëîãè÷åñêèìè ãðóïïàìè, íåïðåðûâíî äåéñòâó-
þùèìè íà ïðîñòðàíñòâå X.
Íàéäåíî çàìûêàíèå ãðóïïû ïîäîáèé ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â ïðîñòðàíñòâå (Φ(X,X), δp) (òåîðåìà 3.4.5).
Â ïàðàãðàôå 3.5 â ñïåöèàëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ââåäå-
íû äâà àíàëîãà ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â âåùåñòâåííîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è èññëåäîâàíû èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
(òåîðåìû 3.5.1  3.5.4).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî ïåðå÷èñëåííûì òåìàì ýòîé ãëàâû îïóáëè-
êîâàíû â ñòàòüßõ àâòîðà (1, 2, 5, 12).
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